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Clasa a IX-a

Solutii si barem:
1. Prima solutie: Utilizam inductia “cu dubla ipoteza”.
Calculam Intai a3 = 2as —ay = 2 §i a4 = % = 4. (2 puncte)

Presupunem ca pentru k € N* avem ag, = k? §i agpy2 = (kK + 1)%. Termenul agy,; este
media geometrica a acestora, adica

Ggki1 = \/Aarzrra = V/k2(k + 1)2 = k(k + 1) . (2 puncte)
Termenii asgi1, ko, Gokrs sunt in progresie aritmetica, deci
Aoprs = 2aops0 — Agpr1 = 2(k +1)* — k(k +1) = (k+1)(k +2) . (2 puncte)
Termenii asgyo, Gopts, Gokr4 SUNL In progresie geometrica, deci

2 2
ey _ [(K+1)(k+2)] 2
A2k+4 Aokso (k + 1)2 ( + ) ( punc e)

Am demonstrat astfel ca as = 12, ay = 2% si ca implicatia

A =k si agpern) = (k+1)? = aspere) = (K +2)%,

e valabila pentru orice £ € N*. Inductia este incheiata si rezulta
az, =n? Vn € N*. (1 punct)

Solutia a 2-a: Demonstram prin inductie ca pentru orice n € N* propozitia
P(n) : dgn_1 =n(n—1) si ay, =n’

este adevarata.

Conform cu ipotezele a; = 0 si a; = 1, P(1) se verifica. (3 puncte)

Presupunem acum ca P(k) este adevarata pentru o valoare k € N*. Avem

agk+1 = 2a2k — Agk—1 = 2/{32 — k’(l{? — 1) = k(k + 1)

si, In consecinta

a? k(k+1)]?
(242 = ;I;:lz[ ( 12 ) =(k+1)%,

deci §i P(k 4 1) este adevarata. (5 puncte)
Inductia este incheiata. Rezulta ca P(n) este adevarata pentru orice n € N*. (1 punct)




2. a) Putem scrie
2l ] 2= —at(@+2) < | —al+ (@ +2) = ol + (@ +2)

Rezulta x + z > 0. (3 puncte)
b) Daca = + z = 0, atunci toate inegalitatile de mai sus devin egalitati, adica

ol =[] =2=

de unde rezulta z € N gi x = —z. (2 puncte)
Inegalitatile din enunt devin
z<{yy <=2,

1) = {0}. Obtinem z = z =0 gi y € Z. (2 puncte)

deci z ={y} e NN|[0,1)
z =0 gi y € Z relatiile din enunt, sunt satisfacute. (2 puncte)

Reciproc, daca x =

3. Prima solutie: Inegalitatea din enunt, se mai poate scrie sub forma

T\ 2 Yy x\?
_Z Z_Z) >
<Z 2) +3<3 2) =

evident adevarata. (6 puncte)

Egalitatea are loc pentru z arbitrar, y = 33’“", z = 2, adica pentru toate tripletele de
numere reale proportionale cu (1, %, %) (3 puncte)

A doua solutie: Pentru z = 0 inegalitatea se reduce la

Ly, o
—y°+22>0,
3y -
egalitatea avand loc pentru y = z = 0(= z). (1 punct)
Dacd x # 0, impéartind la 22 inegalitatea din enunt si notand 4 =a, 2 = bramane sa
demonstram ca .

1+§a2+b2 >a+b,

1 3\ 2 1\?
— - — - — > .
3 (a 2) + (b 2) >0 . (5 puncte)

Egalitatea are loc pentru a = %, b= % (1 punct)

Revenind la substitutie gi adaugand si cazul trivial (z = y = z = 0), rezulta ca egalitatea
are loc daca si numai daca tripletul (x,y, z) este proportional cu tripletul (1, %, %) (2
punct)

ceea ce se reduce la

4. Din ipoteza % = m obtinem % = I_Tm (1 punct) si deci
— —
BA+Lm2BM — — — 1-
BP = S — =mBA+ (1-m)BM =mBA + Tm@ (2 puncte)



Pe de alta parte,

H
BN @;B?: BA+?+B? (1 punct)
Ipoteza gf, = n devine
mﬁw—@ EZH ,ﬁJr @

Daca patrulaterul este paralelogram, atunci E = B? si relatia (*) se transforma in
(m — —) BA = (n — —) B? (1 punct)

m si n trebuie sa satisfaca sistemul de ecuatii

n _
{m 2 =0
2
n— 5" =

o

3, n =2 (1 punct)

Reciproc, daca introducem valorile m = %, n = % in relatia (x) obtinem Aﬁ = B(% si

deci patrulaterul ABC'D este un paralelogram. (3 puncte)

de unde rezulta m =



